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La redaccién de este articulo nos encuentra atin 87
reflexionando sobre lo que la MATRIX Confe- sumdt
rence nos ha dejado: entusiasmo, dudas, errores, .
aciertos y, especialmente, expetiencias y contactos.
Aprovechando la invitacién de los companeros
portugueses y la amistad de Fernando Blasco, he-

mos estado por primera vez en el VI Colloquium

de Recreational Mathematics, la versién europea

del Gathering for Gardner (figura 1).
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Si desde el MATRIX estabamos dindole vuel-
tas a la relacion entre educacién y divulgacion,
se nos abria ahora otro espacio de analisis sobre
juegos y actividades educativas ludicas.

No dudamos que es necesario hacer dialogar
entre ellos estos dmbitos en que hace tiempo
que nos encontramos navegando, pero cada vez
tenemos mads claro que se necesita tespetar las
diferencias existentes y las peculiaridades de cada
experiencia. Podemos tender miles de puentes y
cruzarlos cada vez que nos plazca o no convenga,
sabiendo en todo caso dénde nos colocamos y
asumiendo compromisos y complicidades. Aun
cuando todo cachorro ha aprendido a hacer de
perro jugando, el objetivo del juego es divertirse
y el de las actividades educativas, por ludicas que
sean, es aprender.

Vierka, geoplano y juego del Hip

El Vierka original es un juego de tablero de ori-
gen aleman (autor: Karel Wenzel) en el que de 2
a 4 concursantes han de colocar sus fichas para
conseguir cubrir los vértices de un cuadrado (de
lado minimo 2 unidades). Gana el primero que
lo consigue.

Nos parecia una oportunidad para dar al geo-
plano, material de reconocido valor didactico,
tanto para el alumnado de primaria como de se-
cundaria, un uso con caricter més ludico y com-
petitivo.

Empezamos usandolo en los cursos de for-
macion del profesorado y después en las ferias,
para acabar siendo parte del material de la maleta
de geomettria, ya que es facil de reproducir (una
hoja cuadriculada substituye al geoplano), rapido
de entender y de ejecutar y motiva, mientras se
afina la estrategia, a profundizar en los contenidos
matematicos.

Colocar las fichas sobre los cruces de lineas
verticales y horizontales, en vez de en el medio
de los cuadrados, como en el juego original, nos
parecia una representacion del problema més po-
tente, con mejor impacto comunicativo (figuras
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En cualquiera de las dos versiones, en las pri-

Figura 2. Tablero y piezas originales del Vieka

Figura 3. Situaciones del Vierka: hay posiciones ganadoras
tanto del concursante rojo como del verde

hacer cuadrados mas o menos grandes, pero siem-
pre paralelos a los ejes del tablero, mientras inten-
tan impedir que el adversario haga lo propio.
Para los usuarios mas jovenes, el juego se li-
mita a eso, pero, para los que tienen mayor co-
nocimiento, la estrategia evoluciona hacia otras
distribuciones, en las que el cuadrado no se apoya



en la base, sino que gira formando 4ngulos que
al principio son de 45° (configuracién roja) y
después asumen mas inclinaciones (configuracién
verde, en la parte inferior derecha de la imagen).

En el primer caso estamos intentando romper
con una iconograffa habitual del cuadrado y el
rombo, invitando a definitlos correctamente, en
base a sus dngulos (y, a lo mejor, a sus diagonales)
y NO a su apariencia.

En el segundo caso, especialmente si el cua-
drado es grande y el dngulo respecto a los ejes es
pequeno, no resulta inmediato comprobar que
la figura formada sea realmente un cuadrado. Es
necesario expresar en un modo preciso el valor
de los 4ngulos y que los lados sean perpendicu-
lares.

Entra en juego la pendiente de la recta, o sea
la relacién entre el incremento de la ordenada y
el incremento de la abscisa de la recta. Constatar
que las rectas paralelas tienen la misma pendiente
y las perpendiculares una pendiente inversa y
opuesta llega mas tarde, pero siempre en forma
de descubrimiento y, por lo tanto, con mayor
probabilidad de ser entendido y consolidado.

No hay duda de que, para que sea asf, los su-
cesivos descubrimientos van definidos, comuni-
cados y discutidos con el resto del grupo o de la
clase, de manera que, una vez mas, es necesatia
una sinergia con la accién didactica «formal» y el
papel del docente, de estimulo, mediacion, siste-
matizacion. .., sigue siendo insustituible.

Preparando materiales para el Colloquium,
descubrimos una propuesta de Martin Gardner,
aparentemente muy patecida y llamada The game
of Hip'

Nos encontramos otra vez con un tablero
(normalmente de 6 X 6) y dos jugadores, con 18
fichas cada uno, que deben poner en el centro
de las celdas con el objetivo de obligar al adversario
a ocupar los vértices de un cuadrado cnalguiera.

Se le ha dado la vuelta al objetivo y, evidente-
mente, a la estrategia.

Como en casi todo lo que proponfa Martin
Gardner desde sus paginas en el Soentific American,
lo mas interesante son las aportaciones de los
lectores?.

Dado su uso ludico, las reflexiones no se cen-
tran sobre los contenidos matematicos que antes

Figura 4. Martin Gardner: The game of Hip

tratamos, aun cuando esos evidentemente siguen
existiendo, sino sobre la cantidad de variantes
posibles del juego y la mejor estrategia para ganar
o por lo menos empatar, modificando en parte
las reglas (por ejemplo, el tamafio del tablero).

Puede que en el juego no haya menos mate-
maticas que en el uso didéctico de este material,
pero si diferentes, de manera que su uso en el
aula no quita las ganas de ir trabajando mas a
fondo otros aspectos de la propuesta.

Una caracteristica comun es en todo caso que
la modalidad competitiva puede resultar motiva-
dora y facilitar la toma de contacto con el mate-
tial, pero las reflexiones mas interesantes se hacen
de forma colaborativa, buscando los limites de
toda propuesta, cambiando las reglas y/o las con-
diciones y los objetivos de la actividad...

En el caso del Hip, el hecho de que sea posible
construir, en el tablero 6 X 6, hasta 105 cuadra-
dos, estimula la colaboracion para encontrar las
distribuciones mejores para conseguir ganar o
empatar’,

Cajas

Una de las sesiones del Colloquium de Lisboa
invitaba a los participantes a compartir un pro-
blema que les habia apasionado. Nosotros pre-
sentamos un famoso problema de optimizacion,
que consiste en encontrar la caja de volumen
maximo que se puede construir doblando los
bordes de una hoja cuadrada de papel.
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En funcién de la edad de nuestro alumnado, asi que V’=0 para:

podemos usar diferentes estrategias:

1. Podemos construir cajas diferentes con
cartulina o plastico algo rigido, llenarlas
de arroz y, a través de un cilindro graduado
o una balanza, determinar el volumen de
la caja (figura 5).

x=1./2 (no hay base) y x=L/6.

El resultado es igual en los tres casos, obvia-
mente, pero resulta «rara» esta ratio (1/6) entre
x'y L, complicada de imaginar las razones «prac-
ticas» que soporten esta verdad matematicamente
inapelable, o sea, que es el doble de conveniente
«invertim en la base que no en la altura de la caja,
como resulta también en el famoso dialogo de
los cilindros de Galileo®.

Desde el punto de vista geométrico, nuestra
caja resulta ser la cuarta parte de un cubo. Dificil
no entusiasmarse (figura 7).

Figura 5. Proceso de construccion de la caja

2. Simular el problema con una hoja de
calculo e investigar los volumenes, focali-
zando cada vez mas el intervalo de valores
de x mas interesantes (figura 6).

| | x=h | Ibase | Sbase | Vol
24 a 24 576 0
24 1 22 484 484
24 2 20 400 800
24 3 18 324 972
24 4 16 256 1024
24 S 14 196 980
24 & 12 144 864
24 7 10 100 700
24 8 8 64 512
24 9 6 36 324
24 10 4 13 160
24 11 2 4 44
24 12 0 g o
24 3 18 324 o7)
24] 32 17,6 3098 991 °
24] 3,4 17,2] 2958 1006
24] 3,6 16,8 2822 1016
24| 3,8 164 269 1022
24 4 16 256 1024
24] 420 156 243,4 1022
24] 4,4 152 231 1017
24| 46 148 219 1008
24] 48 14,4 207,4 995
24 5| 14 196 980

Figura 6. Tablas y graficos de la simulacién
con hoja de calculo

3. Usando el dlgebra, con L.=1ado de la hoja:

7= (L-2x)% "x=4x’—4Lo? + 1 *x
Derivando y resolviendo la ecuacién:

177 =12x*-8Lx+12=0,

Figura 7. Composicion de cajas de volumen maximo:
el cubo

Unos dias después, nos llegd esta demostra-
cién de Zé Paulo Viana’, un nuevo gran amigo:
del MMACA, valida para todos los poligonos re-
gulares (figuras 8 y 9).
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Figura 8. La demostracién de Zé Paulo Viana para cajas
poligonales



—circuto b ralot

Vobowe de caine s Lot
ot cltg (TIRN { ’/1/\*
sAne e Sege x atluha o % L
= W) < ox \‘/
L (e2ade X))

V6) =T (1-4x 32
n 2 /x:“
V@ :0 & 4-bxtdx=zo
™ ek
3

Figura 9. Extension al circulo

O sea, en todos los poligonos regulares, la
caja de volumen maximo corresponde a un borde
que es 1/3 de la apotema del poligono.

Sin ser una «revelaciény, es un paso que nos
deja un poco menos inquietos y con un nuevo,
extraordinatio amigo. {Obrigados, Zé Paulo!

El mail de Z¢ Paulo nos estimul6 a investigar
mis opciones para trabajar este tema y una posi-
bilidad que se nos abtia era la de disefiar una si-
mulacién con GeoGebra, sobre la base de dos
variables: el nimero de lados del poligono (es
decir: la forma de la hoja de papel) y, obviamente,
el lado del corte de la esquina (es decit, la altura
del poliedro), y la apotema como constante (= 1)
(figura 10).

Dado que la simulacién se ha hecho mante-
niendo constante el valor de la apotema en todos
los poligonos, parece normal que el volumen de
los solidos resultantes sea diferente.

Si volviéramos a colocarnos en la situacién
inicial, o sea, doblando y cortando hojas de papel
de diferente forma, s;cémo variaria el volumen
de los sdlidos obtenidos si estas hojas tuvieran
igual superficie?

GeoGebra
VOLUMEN MAXIMO DE DISTINTOS PRISMAS POLIGONALES

Autor: Ennic 8rasd

Tr o pams

Figura 10. Simulacion del problema de las cajas
con GeoGebra

Como siempre: un buen problema genera mas
preguntas que respuestas y nuevas investigacio-
nes.

Monedas

Otra cosa que pasé en Lisboa fue una serie de-
sordenada de encuentros informales, al margen
de las actividades oficiales. Que sea en un pasillo
0 en la mesa del desayuno, el tiempo se hace
clastico y se llena de ideas desordenadas y utiles,
ligeras, pero nunca fitiles, un totbellino de desa-
fios que esta vez gir6 alrededor de juegos con
monedas.

El clasico

Es un reto que se encuentra en muchas publica-
ciones de acertijos matematicos y que Edward
De Bono utiliza como ejemplo de Lazeral Thin-
king® (figura 11).

Reglas: Desplazando el menor nimero de
monedas (3), invertir el tridngulo.

Figura 11. Situacidn inicial y situacién final
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Reglas: Ia moneda que se desliza no debe dis-
turbar las otras monedas y debe ser colocada
siempre de manera que toque otras dos mone-
das.

Desplazando el menor niimero de monedas
(4), pasar del tridngulo al hex4gono.

Figura 12. Situacion inicial y situacién final




Variante Colin Wright

Reglas: L.a moneda que se desliza no debe dis-
turbar las otras monedas y debe ser colocada
siempre de manera que toque otras dos mone-
das.

Desplazando el menor niumero de monedas
(4), pasar de la estructura de rombo a la lineal,
que puede ser horizontal, vertical u oblicua.

Figura 13. Situacion inicial y situacion final

Las monedas de H. Dudeney

Reglas: Se pueden deslizar 2 monedas adyacentes,
iguales o diferentes, sin invertir su orden (figura
15).

El desafio es hacerlo con el menor nimero
de movimientos (5).

000
A A
0000

Figura 15. Deslizar 2 monedas sin invertir su orden

Las monedas de M. Gardner 22

Reglas: Se pueden deslizar 2 monedas adyacentes,
iguales o diferentes, sin invertir su orden.

El desatio es hacetlo con el menor numero
de movimientos (3).

Q0000
HEAREREEN

Figura 16. Situacion inicial y situacién final

Las monedas de M. Gardner 3

La misma situacion que el juego anterior, con
una variante fundamental en las reglas: solo se
pueden deslizar 2 monedas adyacentes diferentes,
sin invertir su orden.

El desafio sigue siendo hacetlo con el menor
nimero de movimientos.

El cambio, aparentemente pequefio, de las re-
glas provoca un cambio importante de estrategia
y la introduccién de las monedas en el tablero
juega un papel importante en el momento de
consolidar la secuencia de movimientos (4).

Juegos de tablero

Puestos a mover monedas, vamos a proponer
un par de simil-sudokus’ que tienen un potencial
didactico interesante porque su construccion es
suficientemente sencilla para poder realizar una
actividad para un taller.

Sudoku de Monedas 1 (tipos de monedas)

LLas monedas de los bordes indican cémo es la
moneda mas cercana que se debe colocar en el
tablero. En cada fila y cada columna se puede
colocar solo una moneda de cada tipo.

Por ejemplo, parece bastante evidente que en
la esquina superior derecha ird una moneda de

1€ y en la esquina inferior derecha una de 50
céntimos.

wmiolw|islv|s

.5

Figura 17. Juegos de tableros con monedas




Sudoku de monedas 2 (numeros
de monedas en cada fila y columna)

En este caso se juega con un solo tipo de moneda
y la variante es donde se deben colocar.

Los numeros de los bordes indican cudntas
monedas hay en la correspondiente fila o co-
lumna (figura 17).

El valor 0 en la pendltima fila es de gran
ayuda.

Dejadnos reafirmar una vez mas nuestra idea
de que, en los talleres que proponemos desde el
MMACA, la actividad principal es la construccion
y no la resolucién de los retos, aun cuando estos
se puedan después ofrecer a los comparfieros.

Se prestan también para proyectar la actividad
educativa fuera del aula, en ferias escolares o de
barrio, acentuando asi el caricter competencial.

Ademis, estos materiales se pueden adaptar
facilmente a diferentes niveles de conocimiento y
habilidades (reduciendo las dimensiones del tablero
o poniendo alguna pista que oriente la solucion).

Al mismo tiempo, se prestan a estimular la
formulacion de hipétesis. Por ejemplo:

Estos juegos, Jtienen solucién tnica?

¢Cudl es la caracteristica fundamental que me
puede orientar para responder a esa pregunta?

Si miramos los dos tableros, tienen las mismas
dimensiones (36 celdas) y en los dos casos, la
mitad sera rellenada. A pesar de esto, nos atreve-
tiamos a afirmar que en muchos de los retos que
tienen el formato del segundo juego tendran mas
de una solucién valida. Por el contrario, creemos
que muchos de los retos (jquizas todos!) que tie-
nen el formato del primer juego tendran solucion
unica.

La diferencia se debe a la cantidad (scalidad?)

de la informacién que estamos dando. En el pri-
mer reto estamos informando sobre la cantidad
de monedas presentes (3 en cada fila y columna)
y la calidad (una por tipo). Esto reduce notable-
mente las posibles alternativas.

Tienes Talento

Cambiando completamente de tema, nos gustaria
compartir un proyecto en el que estuvimos tra-

bajando hace un par de afios y que es interesante
especialmente por un aspecto que estuvo pre-
sente desde el inicio del proceso de elaboracion:
su proyeccion, desde el centro en que se elabora
hacia la comunidad en la que viven los chicos y
chicas involucrados.

La «Proyeccién» es uno de los indicadores
SCAP (Significatividad, Comunicacién, Accion,
Proyeccién) que propone el Departament d’Edu-
caci6 de la Generalitat para evaluar el grado de
competencialidad de la acciéon educativa.

El documento oficial especifica, respecto a
este criterio:

CRITERIOS INDICADORES
P1_ EI disefio e las acividades conecta al alumno/a con su entorno
‘busca la aplicacién y difusin de producto final
P P2. Larealizadén de las actividad jere establecer
Proyeccién conel mundo profesional y personal: trabgjo, familia, amigos,

. g artistas...
dLe encuentro un seatido? | o VIl L, 4o acividades progects o trabajo de cada slumaoh
Meayudaaentendery @ | giory et aula y se articula como un servido a la comuridad (otras
relacionarme con mi aulas, etapas educativas, centro. entorno, mundo...

entomo? P4. La secuencia comprende Iz difusion y comunicacion a la
comunidad: centro y entorno

B3 Se evaltia la aplicacion y calidad del product

Figura 18. Los indicadores relativos al criterio
«Proyeccion» del documento oficial del Departament
d’Educacid de la Generalitat de Catalunya

Si las paredes de las aulas se han hecho mas
permeables, especialmente en los cursos de edu-
cacion infantil y primatia, permitiendo fructuosos
intercambios entre el alumnado de edades dife-
rentes y acciones de se/f-tutoring y acogida, mucho
mas dificil es que las escuelas se abran al territorio
y a practicas educativas no-formales o informales.

Vamos por orden.

El proyecto «Tienes Talento» (Tens Talent)
nace de los servicios educativos de la Fundacio
La Caixa y esta dirigido a chicos/as de 6-12 afios
que viven en situaciones de riesgo de exclusion
social. Las diferentes unidades se desarrollan en
formato de laboratotio en 54 centros distribuidos
por toda Espafia, fuera del horario escolar v,
mas intensamente, en periodos no lectivos.

Los primeros talleres que se ofrecieron se
orientaban en ensefiar a resolver conflictos v se
desarrollaban a través de acciones teatrales v psi-
codramas. Sucesivamente, se fueron introdu-
ciendo otros ambitos (por ejemplo: robética™),
hasta llegar a las matematicas y al MMACA.

En la primera fase de elaboracion de los con-
tenidos tuvimos la colaboracion de David Barba




v Laura Morera nos ayudo en la formacion de
los educadores, pero, cada vez que ibamos colo-
cando una pieza del puzle para adaptarnos a la
demanda (diferentes edades, unidades didacticas
autonomas, duracion de cada sesiéon 1 hora, di-
seno unitario, actividades no curriculares, dina-
micas relacionales, formacion de los educadores,
etc.), nos ibamos alejando del proyecto original.

La cosa seguia representando un reto impot-
tante para nosotros y, por lo que parece, conse-
guimos conjuntar un producto atractivo (figura

19):

— Tema: el viaje de Marco Polo, de Venecia
al Catai y vuelta a casa.

— 12 etapas y 3 oasis.

— Cada etapas ofrece 2 o 3 actividades con
un contenido que intenta inspirarse —muy
libremente— en la cultura matematica del
sitio.

— Los oasis permiten recuperar, revisar, dis-
cutir, profundizar... las actividades de las
etapas anteriores.

Cada etapa termina presentando un juego que
se puede realizar fuera del centro (escuela, centros
sociales, familias. ..) copiando la plantilla y usando
los materiales de un kit (dados, fichas, tangram,
naipes) que cada usuario ha recibido al empezar
el taller.

Este dltimo producto es justamente lo que
nos interesa discutir y no tanto por sus conteni-
dos: juego de la H, tridngulos y cuadrados mégi-
cos, cartas para adivinar un numero, diferentes
versiones del Nim, tangram, cuadrado greco-la-
tino, Vierka, plantillas para la construccién de
poliedros, Tximitxurri, dados de colores.

Es facil ver que son actividades muy familiares
para todo docente que haya trabajado con mate-
riales.

El aspecto que nos parece innovador e inte-
resante es su uso fuera del contexto que lo ha
generado y su gestion por parte de los asistentes,
transformados en divulgadores.

Creo que nosotros mismos no fuimos cons-
cientes del valor de este aspecto del taller hasta
que empezaron las reuniones de la Comunidad
de Practicas Escuela-Patrimonio, promovida por
la Agencia del Patrimoni de la Generalitat a partir
de unas jornadas sobre este tema. Algunas refle-
xiones tedricas y el andlisis de buenas practicas
de cooperacién entre centros escolares y museos
impulsaron la creaciéon de la CoP, formada por
personal de los Servicios Educativos de Museos
y Centros de Interpretacion del Patrimonio y do-
centes de centros de primaria y secundaria.

Nos dimos un afio (que finalmente fueron
dieciocho meses) para claborar una gufa'' que
permitiera medir el grado de competencialidad
educativa de las actividades que nuestras institu-
ciones proponen a los estudiantes que nos visitan.

Nos dio tiempo para pilotar la guia en alguna
de nuestras instituciones y, de acuerdo con los
comentarios recogidos, mejorar su claridad, efi-
cacia, funcionalidad...

Para terminar, nos gustatia compartir dos re-
flexiones sobre los resultados del pilotaje de la
guia:

— De los indicadores de la guia, los que menor
puntuacion consiguieron (sefial de su escasa
actuacion) eran los que estan en el ambito
del criterio «Proyecciény, a pesar de que se
han puesto en marcha unas iniciativas'? que

Figura 19. Ejemplo de los materiales del proyecto



recogen y fomentan la colaboracién entre
centros escolares y otras entidades (univer-
sidades, museos, fundaciones. . .) que com-
parten usuarios y tertitorio.

— Es interesante evidenciar que, aun cuando
se detectaban defectos, por ejemplo en la
definicién de los indicadores, al mismo
tiempo se manifestaba la riqueza del debate
que habfan provocado entre los operadores
de los Servicios educativos de los Centros
Patrimoniales, testimoniando asi la nece-
sidad de este tipo de producto.
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De alguna manera, concuerda con nuestros
criterios de evaluacién de la oferta educativa
del MMACA: lo mas importante es la conver-
sacion que nace espontineamente entre los
usuarios. Para que se produzca esta conversa-
cion, es necesario un intenso trabajo para in-
crementar la vocacién comunicativa de los mo-
dulos y las actividades que se proponen en la
exposicion, asi como su capacidad de generar
una investigacién personal o colectiva una vez
terminada la visita, para suscitar interés y voca-
ciones.
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actividades-educativas-patrimoniales.pdf>, versién castellana.

13 <https://www.fbofill.cat/magnet-aliances-lexit-educatiu>.

14 <https://www.fundaciocatalunya-lapedrera.com/es/home>.
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