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Encaixant poliedres: dialeg sobre algunes
variants del problema del princep Rupert
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Els editors del Nou Biaix ens han encarregat una nova seccio fixa de la revista, en la qual
comentarem alguns dels moduls de les exposicions del MMACA (Museu de les Matematiques
de Catalunya). En aquesta ocasié volem parlar del modul «Encaixar poliedres» perqué, tot i
que potser no és un dels que crida més l'atencid, ens ha permés trobar lligams amb altres
questions d'interes. Tenir aquest material a I'abast de les mans ens fa aprendre i millorar la
intuicié geomeétrica.

La primera idea va ser partir d'un cub de fusta sense una de les cares i mirar d’encaixar-hi
altres poliedres regulars, com més grans millor. Trobar quins sén els més grans va ser per a
nosaltres un repte, i I'estudi que n’hem hagut de fer ens il-lustra sobre algunes propietats del
cub que potser no sén gaire conegudes. A I'escrit li donem I'habitual forma de dialeg entre
dues persones A i B.

Tetraedre
A. Comencem pel tetraedre.

B. El tetraedre té 4 cares que son triangles equilaters. D’entrada podriem preguntar-nos
com podem posar (inscriure) un triangle equilater, com més gran millor, dins del cub.

A. La dimensié més gran del cub és la diagonal interior, que uneix dos vertexs oposats.
Ara bé, si féssim coincidir aquesta diagonal amb un costat del triangle, aquest sortiria
fora del cub, seria massa gran (fig. 1).

B. A més, no passaria per la cara, ja que la dimensié maxima de la cara és la seva diagonal,
que és més petita.
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Figura 1 Figura 2 Figura 3

A. Podem comencar, doncs, mirant si aquesta diagonal de la cara pot ser un costat del
triangle que volem inscriure en el cub.

B. Efectivament, si una vegada dibuixada una d'aquestes diagonals d’una cara del cub
ens fixem en un vértex d’'aquesta cara que no estigui a la diagonal dibuixada, i donant
la volta a aquest vértex completem un triangle amb les diagonals apropiades de les
dues cares adjacents, obtindrem un triangle equilater ben gran (fig. 2).

A. Si, senyor! Es podria, ara, continuar construint el tetraedre?

B. Si, si, només cal unir cada un dels vertexs d’aquest triangle amb el vértex oposat a
aquell al qual hem donat la volta. Fixa't que també anem seguint diagonals de cares
del cub i, per tant, aquest tetraedre té totes les arestes iguals i conseqiientment les
cares son triangles equilaters (fig. 3).

A. Es d'interés fer notar que el volum d’aquest tetraedre és 1/3 del volum del cub. La
diagonal d’'una cara del cub unitat val V2, I'altura del triangle equilater seria ﬁ/z, i per
tant I'area de la cara del tetraedre sera:

1 Ve /3
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L'altura del tetraedre sera, doncs, %— i el volum d'aquest tetraedre maxim sera:

1oV3 23

3 2 3 3

B. | és curids veure I'expressio de satisfaccié del visitant quan aconsegueix encaixar el
tetraedre en el cub. Moltes vegades ho estan intentant forca estona, i fins que no fan
coincidir I'aresta amb la diagonal sembla que no pugui entrar.

Octaedre. L'octaedre de Rupert
A. Estudiem ara I'octaedre.

B. Els punts mitjans de les cares del cub podrien ser els sis vértexs d'un octaedre regular, i
quedaria ben encaixat en el cub. Aquest octaedre tindria una aresta meitat de I'aresta
del tetraedre anterior, és a dir, \/5/2, i tindria un volum igual a 1/6 del cub.
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A. Perd ja es veu que és un octaedre massa petit. De fet, pot reposar sobre una cara sense
tocar les altres. Segur que es poden trobar octaedres més grans inscrits en el cub.

B. Podriem intentar que siguin les arestes de l'octaedre i no solament els vertexs que se
situin en les cares del cub. Potser podriem fer coincidir alguna cara de I'octaedre amb
una seccié triangular del cub.

A. Si deixem reposar |'octaedre sobre una cara, el podem veure com un antiprisma (aixi
com en un prisma recte les bases sén dos poligons paral-lels i amb cares laterals
rectangulars, en un antiprisma els poligons base estan girats un cert angle un en
relacié amb l'altre i les cares laterals son triangles). Ates que el cub té seccions que son
triangles equilaters (generades per un pla perpendicular a una diagonal), una manera
de veure una possible insercié de I'octaedre en el cub seria posar el cub verticalment
segons una de les seves diagonals i que les dues cares horitzontals de I'octaedre
coincideixin amb seccions triangulars regulars del cub (fig. 4 i 5).

B. De fet, com en el tetraedre, les tres arestes d’'una cara de |'octaedre se situarien en una
seccié triangular com donant la volta a un vértex del cub.

A. | la cara oposada de |'octaedre es correspondria amb el vertex oposat del cub i una
altra seccio triangular del cub. Amb aquests dos triangles ja tindriem els sis vértexs de
I'octaedre en sis de les arestes del cub (les que tenen un dels extrems en els vertexs
superior i inferior) i les sis arestes horitzontals de I'octaedre en les sis cares del cub.

B. Ens proposem calcular, donat un cub d’aresta 1, quina seria I'alcada a que cal fer les
dues seccions triangulars iguals i paral-leles perque I'antiprisma resultant sigui un
octaedre regular.

A. Considerem el cub amb una diagonal vertical. Amb dues seccions a igual distancia dels
vertexs superior i inferior obtenim dos triangles equilaters que es poden considerar
com les cares superioriinferior d'un antiprisma (que també és un octaedre). Plantegem
que qualsevol de les sis arestes que van d’'una cara a l'altra fent com una ziga-zaga
sigui igual que el costat del triangle seccié per aconseguir que I'octaedre sigui regular.

Figura 4
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B. Ara utilitzarem coordenades. En una referéncia amb origen el vértex inferior del cub
(d'aresta unitat) i els eixos coincidents amb les arestes que surten d'aquest vértex, que
seria el (0,0,0) (el vértex superior seria el punt (1,1,1)), un triangle estaria format pels
punts (t,0,0), (0,t,0) i (0,0,t) i I'altre pels punts (1 — ¢t,1,1), (1,1 — t,1) i (1,1,1 — t). Posem
la condicié d((t,0,0),(0,t,0)) = d((t,0,0), (1,1,1 — t)); que porta a 2t? = 2(t-1)2 + 1, i d’aqui
t = 3/4,amb la qual cosa I'aresta de I'octaedre seria 3v2/s, superior a la de I'octaedre de
I'inici de la conversa.

A. Aquest resultat coincideix amb la solucié del problema del princep Rupert, i en déna
una solucié més explicativa, perqué precisa quina és la direccié en que el cub mobil
hauria de travessar el fix (la direccié de la diagonal de I'octaedre encaixat) (fig. 6).

El problema del princep Rupert

El princep Rupert (1619-1682), comte del Rin, va apostar (i guanyar) que es podia fer
passar un cub a través d'un forat fet en un altre cub d'iguals dimensions. El problema
va ser resolt per Wallis suposant que la direccié en qué el cub travessa el fix coincideix
amb una de les diagonals del cub (i va determinar que la solucié s'obtenia amb el
cub que té per cara el quadrat maxim que es pot inscriure en I'hexagon projeccié
del cub sobre un pla perpendicular a la diagonal. Es un exercici veure que el costat
d’aquest quadrat per al cub d’aresta 1 val v/6 — v/2 (aprox. 1,03).

Per extensid, el problema del princep Rupert proposa trobar el cub més gran que
podria «travessar» un cub de dimensions donades. Gairebé cent anys després de la
solucié de Wallis, Peter Nieuwland (1764-1794) va trobar un cub més gran que el
de Wallis que compleix les condicions del problema, i el costat del qual és %, que
té un valor aproximat de 1,06. En aquest cas, la direccié en qué aquest cub solucié
travessa el cub fix no és ben bé la d'una diagonal del cub, siné la que correspon a

una diagonal de I'octaedre més gran que es pot encaixar en el cub.

De fet, trobar el quadrat maxim inscriptible en el cub és un problema equivalent
al del princep Rupert. La demostracié que el quadrat més gran és el del costat
esmentat es pot fer amb alguns calculs de geometria analitica, i es pot trobar en la
web https://www.fme.upc.edu/arxius/el_full/fulls-antics/061/solucio_cub.pdf

B. Un cop construit aquest octaedre veiem que no és facil encaixar-lo dins el cub perque
costa trobar l'orientacio amb qué I'hem de col-locar. Perd justament aixo és el que fa
que el modul sigui més atractiu per al visitant.

Figura 5 Figura 6
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A. Elfet que el valor de I'aresta de I'octaedre coincideixi amb el resultat del problema del
princep Rupert ens conven¢ que hem trobat I'octaedre de volum maxim inscriptible
(o encaixable) en el cub perqué les arestes de I'octaedre formen tres quadrats inscrits
en el cub, i per tant aquest octaedre 'anomenarem octaedre de Rupert.

B. Podem deixar com a exercici demostrar que el volum de I'octaedre de Rupert és una
mica més gran que la meitat del volum del cub. (Podeu comprovar que el volum de
I'octaedre de Rupert corresponent al cub unitat és 9/16).

A. Doncs si que hi hem guanyat des d’'1/6, que és el volum del primer octaedre que
haviem considerat! Fixem-nos en un altre aspecte remarcable de I'octaedre de Rupert
encaixat: quan fem la seccié del cub que forma un hexagon regular (seccié amb un
pla que passa pel centre del cub i és perpendicular a la diagonal esmentada abans),
I'octaedre també queda seccionat per un hexagon regular concentric amb el del cub
(fig.71i8).

Figura 7 Figura 8

B. Ha quedat ben bonic. Hem aconseguit posar nom a un octaedre. Val la pena acabar
de veure la relacio del cub i de I'octaedre de Rupert amb alguns dibuixos comentats.

N

Figura 9 Figura 10 Figura 11

Descripcid de les figures 9, 10i 11

« La figura 9 és la projeccio del cub sobre un pla perpendicular a una diagonal que ens déna
I'hexagon de costats gruixuts del dibuix. Hi ha dibuixat també I'hexagon que uneix els punts
mitjans de les arestes del primer hexagon.
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« Lafigura 10 és la projeccié d’un octaedre sobre un pla d’'una cara, que també és un hexagon
regular.

« La figura 11 mostra aquestes dues projeccions combinades quan tenim ['octaedre de Rupert
encaixat en el cub. Es poden veure quatre hexagons en progressio geomeétrica, que es detallen
a continuacio:

L’hexagon exterior dibuixat amb costats gruixuts és la projeccié d’un cub en un pla perpendicular
a una de les seves diagonals. El costat de I'hexagon (per al cub unitat) seria \/Tg . L’hexagon que
uneix els punts mitjans dels costats del primer hexagon correspon a la projeccié de la seccié
hexagonal del cub que uneix els punts mitjans de les arestes centrals. Com que aquest hexagon

ésenun plaparal-lel al de la projeccid, les mides dels costats d’aquest segon hexagon sén iguals
V2
a ~ =

.
El tercer i el quart hexagons corresponen als de la figura 10. El tercer uneix també els punts
mitjans de I'hexagon anterior i correspon a la projeccié de I'octaedre de Rupert sobre el pla
esmentat. Els dos triangles equilaters dibuixats unint vertexs alternatius d’‘aquest hexagon
corresponen a les projeccions de les cares horitzontals de I'octaedre, i la mida d’un dels costats
d’aquests triangles (que és el valor de I'aresta de I'octaedre) és 3;—5. Els costats d’aquest tercer

hexagon son la projeccié de les arestes de la ziga-zaga de I'octaedre i mesuren ? ? = %

Finalment, el quart hexagon correspon a la seccié de I'octaedre pels punts mitjans de les arestes
de I'antiprisma. La mida d’un costat d’aquest hexagon sera la meitat de I'aresta de I'octaedre, és
adir, % . ? = % 4 Hem obtingut quatre hexagons en progressié geométrica de rad ? que
ens han permeés apreciar alguns detalls de I'octaedre de Rupert i de la seva insercié en el cub.

Dodecaedre i icosaedre
A. Ara estudiem el dodecaedre.

B. Sembla un cas més senzill, perqué és clar que un dodecaedre regular que compleixi
que la distancia entre arestes oposades sigui 1 té un encaix natural en el cub unitat que
fa coincidir tres parells d’arestes paral-leles a les arestes del cub passant clarament pel
punt mitja de les cares del cub i no sembla que pugui ballar gaire, perque esta fixat en
tres direccions (fig. 12).

A. Si; si es col-loca en la direccié correcta queda ben encaixat, pero s'observa que si se’l
posa en una altra direccié si que balla i, com abans, podem tornar a posar tant el cub
com el dodecaedre verticalment sobre un vértex, amb la qual cosa hi ha sis arestes del
dodecaedre que estan en dos plans paral-lels i horitzontals i permetria recolzar les tres
arestes inferiors en les cares inferiors del cub, amb la qual cosa es veu clarament que
el dodecaedre de distancia entre arestes oposades 1 queda «petit».

B. Podem, doncs, fer créixer el dodecaedre de manera que també les arestes del pla
superior toquin les cares superiors del cub i aleshores, com en el cas de I'octaedre de
Rupert, es complira que el pla que talla el cub en un hexagon regular (paral-lelament
a les seccions esmentades) també secciona el dodecaedre en un hexagon regular
concéntric amb I'anterior (fig. 13).
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Figura 12 Figura 13 Figura 14

A. Potser seria exagerat anomenar aquest dodecaedre «de Rupert», perd és més gran
que l'anterior (les arestes d’aquest sén un 3% més grans). Observem que les seccions
horitzontals que contenen les arestes que toquen les cares del cub sén també
hexagons, en aquest cas irregulars.

B. Aquesta forma d’encaixar el dodecaedre en el cub es pot descriure aixi: Quan posem el
dodecaedre amb una diagonal vertical, queden tres cares a dalt i tres a baix. Els costats
oposats al vertex superior (inferior) dels tres pentagons que hi coincideixen queden
en un pla horitzontal. Les sis arestes d’aquests pentagons son les que tocaran les sis
cares del cub (en dos plans paral-lels equidistants del centre del cub). Les altres sis ca-
res del dodecaedre formen la franja central que quan se secciona pels punts mitjans
de les arestes ddna la seccié hexagonal que s’ha esmentat abans.

A. Ara seria llarg d’explicar, perd aquesta configuracio de sis arestes de I'octaedre també
latrobem en un altre dels moduls («vestir poliedres») de I'exposicid. Podriem parlar-ne
en una altra ocasio.

B. | per acabar, qué podem dir de I'icosaedre?

A. La solucié «natural» és I'nica que hem considerat. Hem construit I'icosaedre amb
distancia entre arestes oposades 1, i hi ha tres parells d'arestes paral-lels als tres parells
d'arestes del cub d’aresta 1, que se situaran passant pels punts mitjans de cada cara
(fig. 14).

B. Doncs ho podem deixar aqui.





